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#% Chapitre 10 5
Continuité de fonction

I. Concept de continuité

1. Approche graphique

D’un point de vue graphique, on peut dire qu'une fonction est continue si sa courbe représentative se trace sans
lever le crayon.

# Exemple 1:
Considérons la fonction f(x) = x2% définie sur R. Considérons la fonction h définie sur 'intervalle I =
[-1;1] par:
h(x)=x+1 sixe[-1;0
h(x)=x si x€[0;1]
La fonction f(x) = x2 est continue sur R. La fonction & n’est pas continue sur 1.

2. Définition analytique

Le mathématicien allemand Karl Weierstrass(1815; 1897) apporte les premieres définitions rigoureuses au concept
de limite et de continuité d'une fonction.

Définition 1:
Soit une fonction f définie sur un intervalle I contenant un réel a.

¢ f estcontinue en a si )lcig}lf(x) = f(a).

* f est continue sur I si f est continue en tout point de 1.

'\@C Méthode 1 : Etude de la continuité en a

x+6 si x<3
La fonction fest définie sur R par f(x) = 2 si x=3 Cette fonction est-elle continue en 3?
2 .
x“ si x>3

Pour étudier la continuité en a d'une fonction f, il faut :

1. Calculerlalimitede fenapourx<a:

Limite a gauche : lim f(x) =limx+6=9

{(?33 )gc_<’33

2. Calculerlalimitede fenapourx>a:

Limite a droite : lim f(x) = lim x* =9

i3 X3

3. On compare les valeurs obtenues a f(a) :

fB)=2.0na )lclngz flx) = )lcin}lf(x) # f(3) donc f n'est pas continue en 3.

x<3 x>3

27 janvier 2021 Lycée René Cassin Page 1/5



Terminale Spécialité Mathématiques Année 2020 - 2021

A Remarque :

Les fleches obliques d'un tableau de variation traduisent la continuité et la stricte monotonie de la fonction sur I'in-
tervalle considéré.

@ Propriété 1 :

¢ Une fonction dérivable sur un intervalle I est continue sur cet intervalle.

& Démonstration :
Propriété a démontrer : « Une fonction dérivable sur un intervalle I est continue sur cet intervalle. »

On consideére une fonction f définie et dérivable sur un intervalle I. Soient x et a deux réels appartenant a I.

Pour tout x # a,on a f(x) — f(a) = M x (x—a).
x—a
Or )lci_r)rlll(x —a) =0 et, puisque f est dérivable en a, )lclirzl W = f(a).
Ainsi )lCLnb(f(x) -fla) = f’(a) x 0=0donc )lCLnbf(x) = f(a) et f est continue en a. |

@ Propriété 2 :
* Les fonctions de référence (les fonctions polynémes, valeur absolue, exponentielle, racine carrée, ...)
sont continues sur leur ensemble de définition.

* Lasomme et le produit de fonctions continues sur un intervalle I sont continues sur cet intervalle.

¢ Si f et g sont continues sur I et si g ne s’annule pas sur I, alors }—c est continue sur 1.
g

& Démonstration :

* Propriété a démontrer : « Les fonctions de référence sont continues sur leur ensemble de définition. »

Ces fonctions sont dérivables et donc continues sur R. |

Propriété a démontrer : « La somme et le produit de fonctions continues sur un intervalle I sont continues sur
cet intervalle. »

Les opérations sur les limites permettent de démontrer la continuité sur un intervalle I des fonctions f + g et
fxg. u

* Propriété a démontrer : « Si f et g sont continues sur I et si g ne s’annule pas sur I, alors = est continue sur I. »

Les opérations sur les limites permettent de démontrer la continuité sur un intervalle I des fonctions ! lorsque

g ne s’annule pas sur 1. ]
II. Propriété des valeurs intermédiaires

1. Cas général

@® Propriété 3 : Théoréme des valeurs intermédiaires

Si f est une fonction continue sur un intervalle [a; b] alors pour tout nombre réel k compris entre f(a) et f(b),
il existe au moins un nombre réel ¢ compris entre a et b tel que f(c) = k.

4% Démonstration :
N4
Propriété a démontrer : « Théoréeme des valeurs intermédiaires »

On construit les suites (a;,) et (by,) telles que [ay; by,] ait une amplitude de plus en plus petite en utilisant le prin-

b b
cipe de la dichotomie : si k € [ f(a); f(b)], alors k € f(a);f(%) ouke f(%);f(b)].OnposeaO:aetbg=b.
b b
. Sif(%) > k, alors on pose a1 = a, et byy1 = ?.
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. an+b
¢ Sinon on pose a,+1 = % et byi1 = by.

Montrons par récurrence sur 1 que, pour tout n €N, on a a, < dp+1 < bp+1 < by, C’est-a-dire que la suite (a;,) est
croissante et que la suite (b,) est décroissante.

Initialisation : On a ag = a, by = b et donc ay < by.Si k < f( ar b) alors a; = ap et by = Dt bo-
On adonc a; > ag. ’ :
Comme ag < by alors b; < Bo + by =byeth > Grdo _ ap=a.
On adonc bien ag < a1 < by <2b0-
Sinon, alors b; = by et a; = o+ bo .On adonc b; < bg. Comme ag < by alors a; > il ; 4 _ apeta; < @ =byp=

b:.
On a donc bien ag < a; < by < by.
Donc la propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : Supposons qu'aunrang non ait a, < dp+1 < bp+1 < by
ap+1+b ap1+Db
Sik< f( n+l1 n+l1 n+l n+l

) alors apy2 = anty €t bpyo = T <bu

. an+1+ bnt1
Sinon ay4p = —————— > dpy1 €t byi2 = bpyy.

Dans les deux cas, on obtient que a,+1 < dn+2 < b2 < byy1.1ly a donc hérédité.
Conclusion : La suite (a,,) est croissante et la suite (b,;,) est décroissante.
Montrons que lim (b, —a;)=0
n—+oo
b,—a . . .
Pour tout n €N, by1 — apy1 = % pour toute valeur de k. La suite (b, — a,) est donc une suite géométrique de

. 1 .
raison 3 et de premier terme b — a.
. b-a ,
On a dongc, pour tout entier naturel n, b, — a, = —n d’ou IHP (bp—ay)=0
n—+o00

Montrons que (a,) et (b,;) convergent vers une méme limite a.
(an) est une suite croissante et (b,,) est une suite décroissante. Puisque liIJIrl (bp —ay) =0, les deux suites convergent
n—+o00

vers la méme limite (propriétés de deux suites convergentes).
On sait que pour tout n de N, on a, par construction des suites (a,) et (by), f(a,) < k < f(by). f étant continue
sur I,ona nliIP flay) = f(a) et nliIP f(by) = f(a). On obtient donc k = f(a).
—+00 —+00

Onvient de montrer que, pour un réel k quelconque appartenanta [f(a); f(b)], il existe une valeur « telle que f(a) =
doncl’équation f(x) = k admet au moins une solution sur I'intervalle [a; b]. |

Interprétation graphique :

Dans un repére , € est la courbe représentative de la fonction f.
Pour tout k € R compris entre f(a) et f(b), la droite A d’équation
y = k coupe au moins une fois la courbe ¥ en un point d’abscisse
¢ comprise entre a et b.

2. Cas des fonctions strictement monotones

@® Propriété 4 : Théoréme de la valeur intermédiaire

g Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a; b] alors pour tout nombre réel k
compris entre f(a) et f(b), il existe un unique nombre réel ¢ compris entre a et b tel que f(c) =

&% Démonstration :
Propriété 2 démontrer : « Théoréme de la valeur intermédiaire ».

Existence : Comme [ est continue et strictement monotone sur I = [a; b], d’aprés le théoreme des valeurs inter-
médiaires, pour tout k compris entre f(a) et f(b), 'équation f(x) = k admet au moins une solution dans I.
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Unicité : Supposons qu'’il existe plus d'une solution sur I a I'équation f(x) = k. Dans ce cas, il existe a et § dans I
avec a # P tels que f(a) = f(B) = k. Nous allons montrer que, en supposant ceci, on arrive a une contradiction dans
tous les cas de figure.

Considérons le cas ol f est strictement croissante pour commencer.

Sia < B, alors f(a) < f(B) ce qui est en contradiction avec 'hypothese f(a) = f(B) = k. Si a > B, alors f(a) > f(B) ce
qui est encore en contradiction avec 'hypothése f(a) = f(B) = k.

On raisonne de la méme facon pour le cas ou f est strictement décroissante.

On conclut qu’il ne peut pas exister plus d'une solution a 'équation f(x) = k sur I et que la solution identifiée est
donc unique.

-\@’- Méthode 2 :
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x> —3x? — 1. Quel est le nombre de solutions de I'équation f(x) = 4 sur R?
1. On détermine f' et son signe : Pour tout x € R, f'(x) = 3x? — 6x = 3x(x—2).

2. Ondresse le tableau de variation de f.

x —o0 0 2 +00
f'x) + 0 - 0 +
1 +00
—00 -5

3. On se sert des extremums pour localiser les intervalles ou peuvent se trouver les solutions, et on applique le
théoréme de la valeur intermédiaire sur ces intervalles :

* Sur]—o0;2], le maximum de f vaut —1 donc f(x) = 4 n’a pas de solution sur cet intervalle.

e Sur [2; +o0l, f est continue et strictement croissante. 4 € [—5; +oo[ donc, d’apres le TVI, il existe un unique
a € [2;+o00[ tel que f(a) =4.

Doncl’équation f(x) =4 n'admet qu'une solution sur R.

IIl. Application aux suites

@® Propriété 5 :
Soit f une fonction continue sur un intervalle I et (u,) une suite d’éléments de I convergeant vers a € I. On a
Jim  f(un) = fl@).

& Démonstration :
N4
Propriété a démonter : « lirP fluy) = fla)»
n—+oo
Soit f une fonction continue sur I, (¢,) une suite d’éléments de I et v, = f(uy).
Pour tout intervalle ouvert J contenant b, comme lim f(x) = b, il existe un intervalle ouvert J' contenant a tel que,
X—a

pour tout x appartenant a J', f(x) appartient a /. Comme liIP un = a, u, appartient a J' pour tout n assez grand.
n—+oo

Dans ce cas, pour tout n assez grand, v, = f(u,) appartient a J.
On en déduit donc que lirP vn=b.

n—+o00
Si f est continue sur 1, )lclrr}l fx) = f(a).

On a dong, nEIme(un) = nl_igl@ vp=fla)=f (n1—1>IPoo un) ]
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” Exemple 2:
7 p

1
Si f est la fonction définie sur R par f(x) = (x+ 1)2 et (uy,) la suite définie, pour tout n € N, par u, =2+ mh alors
n

nl_lLI_IOO U, =2 donc nLH-Poof(un) =f(2)=9.

@® Propriété 6 : Théoreme du point fixe
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I dans lui-méme et (u,) la suite définie par un réel
ipeIet,pourtout neN, uy41 = f(up).
Si (uy,) converge vers ¢ € I, alors ¢ est solution de I'équation f(x) = x.

& Démonstration :
Propriété a démonter : « Si (u,,) converge vers ¢ € I, alors £ est solution de I'équation f(x) = x »

On consideére une fonction f définie et continue sur un intervalle I et a valeurs dans 1.
Soit (#,) une suite d’éléments de I convergeant vers un réel ¢ € 1.
Onsaitque lim wu,= lim wu,4+ =7.
n—+oo n—+oo

Or, d’apres la propriété précédente, nLHP Upsl = nLHP fluy) = f(nlirf un) =f@)doul=f(¥) |

-\@’- Méthode 3 :

Soit (uy,) la suite définie par uy =1 et, pour tout n € N, Uy = T On admet que (u,) converge et que, pour tout

Up
entier n, u; € [0;3]. Déterminer la limite de la suite ().

. 3
1. Exprimer u,4 sous laforme f(u,) : uy+1 = f(uy,) avec f(x) = a1 sur I = [0;3].
X

2. Vérifier que f est continue sur I : f est continue sur [ car inverse d'une fonction continue ne s’annulant pas
sur I.

3. Vérifier que les images par f appartiennent a I : Comme la fonction inverse est strictement décroissante sur

3 3
[0; +o0[, pour tout x € I, f(x) € [2;3] et [4_1;3 cl.
4. Résoudre I'équation f(x) =x:
fx) = x
3
—_— = X
x+1
3 = x(x+1)
¥+x-3 = 0
-1+v13 -1-v13
On trouve x; = T\/_ eletxy = T ¢l
-1+vV13
5. Appliquer le théoréeme du point fixe : D’aprés le théoreme du point fixe, nlirP Up = =
—+00
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